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動機 I

本講義は，魅惑的かつ重要なテーマ：

計算理論 (the theory of computation).

を学ぶためのものである．
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動機 I

本講義は，魅惑的かつ重要なテーマ：

計算理論 (the theory of computation).

を学ぶためのものである．
それは，計算機ハードウェア，ソフトウェア，そして，アプリ
ケーションの基礎となる数学的性質を扱う．これから，何が計算
できて，何が計算できないかを判断していこう．もし，それが計
算可能であるなら，どのような計算モデルで，どのくらい高速に，
どれだけの記憶容量 (メモリ)で可能なのかを理解することも試
みる．
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動機 II

計算理論は，工学技術の実践との多くの関わりを持ち，また，真
の科学として，哲学的な側面をも含む．
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動機 II

計算理論は，工学技術の実践との多くの関わりを持ち，また，真
の科学として，哲学的な側面をも含む．

形式言語 (formal language)は，計算機科学において基礎となる
重要なものであることから，まずはそれらについて詳しく見てい
こう．
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動機 II

計算理論は，工学技術の実践との多くの関わりを持ち，また，真
の科学として，哲学的な側面をも含む．

形式言語 (formal language)は，計算機科学において基礎となる
重要なものであることから，まずはそれらについて詳しく見てい
こう．

最初は，形式言語理論 (formal language theory)について学ぼう．
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動機 III

一般的には，形式言語理論は，言語 (language)と呼ばれる文字列
の集合と，それらを生成・識別する機構に関わるものである．文
字列集合を生成する機構は，通常，文法 (grammar)と呼ばれ，ま
た，文字列集合を識別する機構は，受理器 (acceptors)あるいは
オートマトン (automata)と呼ばれる．
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動機 III

一般的には，形式言語理論は，言語 (language)と呼ばれる文字列
の集合と，それらを生成・識別する機構に関わるものである．文
字列集合を生成する機構は，通常，文法 (grammar)と呼ばれ，ま
た，文字列集合を識別する機構は，受理器 (acceptors)あるいは
オートマトン (automata)と呼ばれる．

言語の生成・受理に関する数学理論は 1950年代後半に提案され，
それ以来，広範囲に渡って研究されている．今日では，計算機言
語と自然言語の両者に関する緻密な理論が存在する．
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動機 IV

ここでは，形式言語理論の最も基礎的な部分，すなわち，正規言
語，文脈自由言語，そして，帰納可算的言語に絞って議論する．
形式言語理論は何についてのものであるのか，および，基礎的な
証明技法にはどのようなものがあるのかといった基礎理解を得る
にはこれで十分であろう．
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動機 IV

ここでは，形式言語理論の最も基礎的な部分，すなわち，正規言
語，文脈自由言語，そして，帰納可算的言語に絞って議論する．
形式言語理論は何についてのものであるのか，および，基礎的な
証明技法にはどのようなものがあるのかといった基礎理解を得る
にはこれで十分であろう．

共通の基礎を得るために，必要となる数学的な予備知識を復習
する．
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予備知識 I

任意の集合Mについて，Mの要素数 (cardinality)およびべき集
合 (power set)をそれぞれ card(M)，℘(M)と表す．
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予備知識 I

任意の集合Mについて，Mの要素数 (cardinality)およびべき集
合 (power set)をそれぞれ card(M)，℘(M)と表す．

任意のふたつの集合 X, Y について，Xと Y の和集合・積集合・
差集合をそれぞれ X ∪ Y，X ∩ Y，X \ Y と表す．
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予備知識 I

任意の集合Mについて，Mの要素数 (cardinality)およびべき集
合 (power set)をそれぞれ card(M)，℘(M)と表す．

任意のふたつの集合 X, Y について，Xと Y の和集合・積集合・
差集合をそれぞれ X ∪ Y，X ∩ Y，X \ Y と表す．

さらに，空集合 (empty set)を ∅と書く．
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予備知識 I

任意の集合Mについて，Mの要素数 (cardinality)およびべき集
合 (power set)をそれぞれ card(M)，℘(M)と表す．

任意のふたつの集合 X, Y について，Xと Y の和集合・積集合・
差集合をそれぞれ X ∪ Y，X ∩ Y，X \ Y と表す．

さらに，空集合 (empty set)を ∅と書く．

N = {0, 1, 2, . . .}で，すべての自然数の集合を表す．また，
N

+ =N \ {0}とする．
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予備知識 II

可算個の集合 X0, X1, . . . について，すべての Xi の和集合を⋃
i∈N

Xiと表す．すなわち，

⋃

i∈N

Xi = X0 ∪ X1 ∪ · · · ∪ Xn ∪ · · · . (1)
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予備知識 II

可算個の集合 X0, X1, . . . について，すべての Xi の和集合を⋃
i∈N

Xiと表す．すなわち，

⋃

i∈N

Xi = X0 ∪ X1 ∪ · · · ∪ Xn ∪ · · · . (1)

同様に，すべての Xiの積集合を表すには
⋂

i∈N
Xiと書く．つ

まり，
⋂

i∈N

Xi = X0 ∩ X1 ∩ · · · ∩ Xn ∩ · · · . (2)
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予備知識 III

次の概念は有用である．X, Y を任意の集合，f : X → Y を関数と
する．任意の y ∈ Y について，以下を定義する．

f−1(y) = {x | x ∈ X, f(x) = y} . (3)

f−1(y)を，yの原像 (pre-images)の集合とする．
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予備知識 III

次の概念は有用である．X, Y を任意の集合，f : X → Y を関数と
する．任意の y ∈ Y について，以下を定義する．

f−1(y) = {x | x ∈ X, f(x) = y} . (3)

f−1(y)を，yの原像 (pre-images)の集合とする．
さらに，次の定義が必要となる．

定義 1

X, Y を任意の集合，f : X → Y を関数とする．

(1) すべての x, y ∈ Xについて，f(x) = f(y)ならば x = yであ
るとき，fは単射 (injective)であると言われる．

(2) すべての y ∈ Y について，f(x) = yなる x ∈ Xが存在すると
き，fは全射 (surjective)であると言われる．

(3) fが，単射かつ全射であるとき，全単射 (bijective)であると
言われる．
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予備知識 IV

Xと Y を任意の集合とする．全単射 f : X → Y が存在するとき，X

と Y は同じ要素数であると言う．もし，集合 Xが自然数の集合
Nと同じ要素数であるとき，Xは可算無限 (countably infinite)で
あると言われる．

計算理論 c©Thomas Zeugmann



動機 予備知識 関係 言語 回文 おわり

予備知識 IV

Xと Y を任意の集合とする．全単射 f : X → Y が存在するとき，X

と Y は同じ要素数であると言う．もし，集合 Xが自然数の集合
Nと同じ要素数であるとき，Xは可算無限 (countably infinite)で
あると言われる．

集合 Xが有限，あるいは，可算無限であるとき，Xは高々可算無
限 (at most countably infinite)である．もし，X , ∅かつ Xが高々
可算無限であるとき，全射 f : N→ Xが存在する．すなわち，

X = {f(0), f(1), f(2), . . .} .

つまり，直観的には，Xのすべての要素を列挙することが可能で
ある (ここで，繰り返しは許されるものとする)．
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予備知識 V

次の定理は基礎となる重要なものである．

定理 1 (カントールの定理)

すべての可算無限集合 Xについて，集合 ℘(X)は可算無限では
ない．
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予備知識 V

次の定理は基礎となる重要なものである．

定理 1 (カントールの定理)

すべての可算無限集合 Xについて，集合 ℘(X)は可算無限では
ない．

Xは可算無限なので，全単射 f : N→ Xが存在する．℘(X)が可算
無限であると仮定すると，全単射 g : N→ ℘(X)が存在するはず
である．
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予備知識 V

次の定理は基礎となる重要なものである．

定理 1 (カントールの定理)

すべての可算無限集合 Xについて，集合 ℘(X)は可算無限では
ない．

Xは可算無限なので，全単射 f : N→ Xが存在する．℘(X)が可算
無限であると仮定すると，全単射 g : N→ ℘(X)が存在するはず
である．
ここで，対角集合 Dを次の通り定義する：

D = {f(j) | j ∈N, f(j) < g(j)} .

構成法より，D ⊆ Xとなり，よって，D ∈ ℘(X)である．故に，
D = g(d)なる d ∈Nが存在する．

計算理論 c©Thomas Zeugmann



動機 予備知識 関係 言語 回文 おわり

予備知識 VI

いま，f(d)を考える．fの定義から，f(d) ∈ Xであることがわか
る．D ⊆ Xであるから，f(d) ∈ Dあるいは f(d) < Dのいずれか
の場合が考えられる．
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予備知識 VI

いま，f(d)を考える．fの定義から，f(d) ∈ Xであることがわか
る．D ⊆ Xであるから，f(d) ∈ Dあるいは f(d) < Dのいずれか
の場合が考えられる．

場合 1. f(d) ∈ D.

Dおよび dの定義から，直ちに

f(d) ∈ D ⇐⇒ f(d) < g(d) ⇐⇒ f(d) < D ,

を得る．なぜなら g(d) = Dであるから．この矛盾は，場合 1が
起こり得ないことを示す．
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予備知識 VII

場合 2. f(d) < D.

構成法から，次が成り立つとき，かつ，そのときに限り f(d) < D

である：f(d) ∈ Dならば，かつそのときに限り，f(d) ∈ g(d)で
ある．よって，再び矛盾となる．

以上より，場合 2も起こり得ない．よって，℘(X)が可算無限であ
るとの仮定は成立し得ない．
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関係 I

X, Y を任意の非空の集合とし，
X × Y = {(x, y) | x ∈ Xかつ y ∈ Y}

とする．
すべての ρ ⊆ X × Y は，二項関係 (binary relation)であると言わ
れる．

(x, y) ∈ ρと書く代わりに，xρyなる表記も度々用いられる．
X = Y の場合は，特に重要である．ρ ⊆ X × Xのとき，ρは X上
の二項関係とも言われる．
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関係 II

定義 2

X , ∅を任意の集合，ρを X上の任意の二項関係とする．
(1) すべての x ∈ Xについて，(x, x) ∈ ρであるとき，ρは反射的

(reflexive)であると言われる．
(2) すべての x, y ∈ Xについて，(x, y) ∈ ρならば (y, x) ∈ ρで
あるとき，ρは対称的 (symmetric)であると言われる．

(3) すべての x, y, z ∈ Xについて，(x, y) ∈ ρかつ (y, z) ∈ ρなら
ば (x, z) ∈ ρであるとき，ρは推移的 (transitive)であると言
われる．

(4) (x, y) ∈ ρかつ (y, x) ∈ ρならば x = yであるとき，ρは反対
称的 (antisymmetric)であると言われる．
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関係 II

定義 2

X , ∅を任意の集合，ρを X上の任意の二項関係とする．
(1) すべての x ∈ Xについて，(x, x) ∈ ρであるとき，ρは反射的

(reflexive)であると言われる．
(2) すべての x, y ∈ Xについて，(x, y) ∈ ρならば (y, x) ∈ ρで
あるとき，ρは対称的 (symmetric)であると言われる．

(3) すべての x, y, z ∈ Xについて，(x, y) ∈ ρかつ (y, z) ∈ ρなら
ば (x, z) ∈ ρであるとき，ρは推移的 (transitive)であると言
われる．

(4) (x, y) ∈ ρかつ (y, x) ∈ ρならば x = yであるとき，ρは反対
称的 (antisymmetric)であると言われる．

(1)から (3)を満たす任意の二項関係は，同値関係 (equivalence
relation)と呼ばれる．任意の x ∈ Xについて，xにより生成され
る同値類 (equivalence class)を [x]と書く．すなわち，
[x] = {y | y ∈ Xかつ (x, y) ∈ ρ} .
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関係 III

(1)，(3)および (4)を満たす任意の二項関係を半順序 (partial
order)と呼ぶ．このとき，(X, ρ)は半順序集合 (partially ordered
set)であると言われる．
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関係 III

(1)，(3)および (4)を満たす任意の二項関係を半順序 (partial
order)と呼ぶ．このとき，(X, ρ)は半順序集合 (partially ordered
set)であると言われる．

定義 3

ρ ⊆ X × Y および τ ⊆ Y × Zを二項関係とする．ρと τの合成
(composition)は，以下の通り定義される二項関係 ζ ⊆ X × Zで
ある：

ζ = ρτ

= {(x, z) | (x, y) ∈ ρ, (y, z) ∈ τなる y ∈ Y が存在する } .
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関係 IV

いま，X , ∅を任意の集合とする．恒等関係 (equality)と呼ばれる
特別な二項関係 ρ0 があり，次の通り定義される．
ρ0 = {(x, x) | x ∈ X}.
また，ρ ⊆ X × Xを任意の二項関係としたとき，各 i ∈Nについ
て，ρi+1 = ρiρを帰納的に定義する．
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関係 IV

いま，X , ∅を任意の集合とする．恒等関係 (equality)と呼ばれる
特別な二項関係 ρ0 があり，次の通り定義される．
ρ0 = {(x, x) | x ∈ X}.
また，ρ ⊆ X × Xを任意の二項関係としたとき，各 i ∈Nについ
て，ρi+1 = ρiρを帰納的に定義する．

定義 4

X , ∅を任意の集合，ρを X上の任意の二項関係とする．ρの反
射的推移的閉包 (reflexive-transitive closure)は二項関係
ρ∗ =

⋃
i∈N

ρiである．
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関係 IV

いま，X , ∅を任意の集合とする．恒等関係 (equality)と呼ばれる
特別な二項関係 ρ0 があり，次の通り定義される．
ρ0 = {(x, x) | x ∈ X}.
また，ρ ⊆ X × Xを任意の二項関係としたとき，各 i ∈Nについ
て，ρi+1 = ρiρを帰納的に定義する．

定義 4

X , ∅を任意の集合，ρを X上の任意の二項関係とする．ρの反
射的推移的閉包 (reflexive-transitive closure)は二項関係
ρ∗ =

⋃
i∈N

ρiである．

次に，文字列および文字列の集合を扱うための形式化を行なう．
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アルファベット

アルファベット (alphabet)と呼ばれる非空の有限集合を Σと表す．
Σ中の要素は，これ以上分解できない記号であると仮定され，こ
れらを文字 (letters)，あるいは，記号 (symbols)と呼ぶ．

例：
Σ = {0, 1}は文字 0と 1を含むアルファベットである．
Σ = {a, b, c}文字 a，bおよび cを含むアルファベットである．

コンパイル等においては，例えば beginや endを含むアルファ
ベットを考えることもある．ただし，beginや endは分解できな
いものと仮定される．
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アルファベット

アルファベット (alphabet)と呼ばれる非空の有限集合を Σと表す．
Σ中の要素は，これ以上分解できない記号であると仮定され，こ
れらを文字 (letters)，あるいは，記号 (symbols)と呼ぶ．

例：
Σ = {0, 1}は文字 0と 1を含むアルファベットである．
Σ = {a, b, c}文字 a，bおよび cを含むアルファベットである．

コンパイル等においては，例えば beginや endを含むアルファ
ベットを考えることもある．ただし，beginや endは分解できな
いものと仮定される．

計算理論 c©Thomas Zeugmann



動機 予備知識 関係 言語 回文 おわり

アルファベット

アルファベット (alphabet)と呼ばれる非空の有限集合を Σと表す．
Σ中の要素は，これ以上分解できない記号であると仮定され，こ
れらを文字 (letters)，あるいは，記号 (symbols)と呼ぶ．

例：
Σ = {0, 1}は文字 0と 1を含むアルファベットである．
Σ = {a, b, c}文字 a，bおよび cを含むアルファベットである．

コンパイル等においては，例えば beginや endを含むアルファ
ベットを考えることもある．ただし，beginや endは分解できな
いものと仮定される．
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文字列

定義 5

アルファベット Σ上の文字列 (string)とは，Σ中の文字からなる
有限長の系列である．典型的な文字列は s = a1a2 · · · akと書かれ
る．ここで，i = 1, . . . , kについて ai ∈ Σである．
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文字列

定義 5

アルファベット Σ上の文字列 (string)とは，Σ中の文字からなる
有限長の系列である．典型的な文字列は s = a1a2 · · · akと書かれ
る．ここで，i = 1, . . . , kについて ai ∈ Σである．

k = 0の場合は，空 (empty)文字列となり，これを λで表す．kは
sの長さ (length)と呼ばれ，|s|で表すものとする．つまり，
|λ| = 0である．Σ上のすべての文字列の集合を Σ∗ で表す．また，
Σ+ = Σ∗ \ {λ}とする．
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連接

s, w ∈ Σ∗とする．連接 (concatenation) (あるいは，語の直積)と
呼ばれる二項演算を定義する．sと wの連接とは，文字列 swの
ことである．
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連接

s, w ∈ Σ∗とする．連接 (concatenation) (あるいは，語の直積)と
呼ばれる二項演算を定義する．sと wの連接とは，文字列 swの
ことである．

例：Σ = {0, 1}，s = 000111および w = 0011とする．
このとき，sw = 0001110011である．

計算理論 c©Thomas Zeugmann
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連接の性質

命題 1

Σを任意のアルファベットとする．

(1) 連接は結合的である．すなわち，すべての x, y, z ∈ Σ∗につ
いて，x(yz) = (xy)z.

(2) 空文字列 λは，Σ∗における両側単位元である．すなわち，
すべての x ∈ Σ∗について，

xλ = λx = x .

(3) Σ∗ には自明でない単位元が存在しない．すなわち，すべて
の x, y, z ∈ Σ∗ について，

i) zx = zyならば x = yかつ，
ii) xz = yzならば x = y .

(4) すべての x, y ∈ Σ∗について，|xy| = |x| + |y|である．
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文字列集合への拡張

X, Y を文字列の集合とする．このとき，Xと Y の直積 (product)
を次の通り定義する．

XY = {xy | x ∈ Xかつ y ∈ Y}.

X ⊆ Σ∗ について，X0 = {λ}とし，すべての i > 0について，
Xi+1 = XiXと定める．Xのクリーニ閉包 (Kleene closure)を，
X∗ =

⋃
i∈N

Xi と定義する．また，Xの半群閉包 (semigroup
closure)を，X+ =

⋃
i∈N+ Xi とする．

最後に文字列と文字列集合の転置・反転 (transpose)を定義する．

計算理論 c©Thomas Zeugmann



動機 予備知識 関係 言語 回文 おわり

文字列集合への拡張

X, Y を文字列の集合とする．このとき，Xと Y の直積 (product)
を次の通り定義する．

XY = {xy | x ∈ Xかつ y ∈ Y}.

X ⊆ Σ∗ について，X0 = {λ}とし，すべての i > 0について，
Xi+1 = XiXと定める．Xのクリーニ閉包 (Kleene closure)を，
X∗ =

⋃
i∈N

Xi と定義する．また，Xの半群閉包 (semigroup
closure)を，X+ =

⋃
i∈N+ Xi とする．

最後に文字列と文字列集合の転置・反転 (transpose)を定義する．

定義 6

Σを任意のアルファベットとする．Σ∗中の文字列と，文字列集合
X ⊆ Σ∗ に対する転置 (transpose)演算を次の通り定義する：

λT = λ, and

(xa)T = a(xT ) for all x ∈ Σ∗ and a ∈ Σ

XT = {xT | x ∈ X} .
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言語 I

定義 7

Σを任意のアルファベットとする．任意の部分集合 L ⊆ Σ∗ は言
語 (language)と呼ばれる．
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言語 I

定義 7

Σを任意のアルファベットとする．任意の部分集合 L ⊆ Σ∗ は言
語 (language)と呼ばれる．

空集合，および，L = {λ}もまた言語であることに注意しよう．
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言語 I

定義 7

Σを任意のアルファベットとする．任意の部分集合 L ⊆ Σ∗ は言
語 (language)と呼ばれる．

空集合，および，L = {λ}もまた言語であることに注意しよう．

次に，どのくらいの数の言語が存在するかを考える．mを Σの要
素数とする．長さ 0の文字列 (つまり λ)はただひとつ，また，長
さ 1の文字列 (つまり，すべての a ∈ Σについて a)はm存在す
る．さらに，長さ 2の文字列はm2 に存在し，一般には，長さ n

の文字列はmn 存在する．よって，Σ∗の要素数は，可算無限
(countably infinite)となる．
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言語 II

カントールの定理より，card(M) < card(℘(M))であることがわ
かる．よって，非可算 (uncountably)個の言語が存在すると結論
できる (実数の総数と同じ)．
言語の生成と識別はアルゴリズム論的に行なわれるべきであるか
ら，可算個の言語のみがアルゴリズムによって生成・識別される
ことが直ちにわかる．
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回文 I

回文 (palindrome)は，左から読んでも右から読んでも同じ文字
列である．例えば，

AKASAKA

計算理論 c©Thomas Zeugmann
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回文 I

回文 (palindrome)は，左から読んでも右から読んでも同じ文字
列である．例えば，

AKASAKA

トビコミコビト
にわとりとことりとわに
テングノハハノグンテ
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回文 I

回文 (palindrome)は，左から読んでも右から読んでも同じ文字
列である．例えば，

AKASAKA

トビコミコビト
にわとりとことりとわに
テングノハハノグンテ

ここで，アルファベット {a, b}(話を簡単にするため)上のすべて
の回文から成る言語がどのように記述できるかを考えよう．
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回文 II

それでは始めよう．もちろん，λ，aおよび bは回文である．すべ
ての回文は，同じ文字で始まり，そして，終らなければならない．
また，最初と最後の文字を取り除いても，やはり回文が得られる．
こうした観察は，Lpalの定義における次の基底と帰納ステップを
もたらす．
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回文 II

それでは始めよう．もちろん，λ，aおよび bは回文である．すべ
ての回文は，同じ文字で始まり，そして，終らなければならない．
また，最初と最後の文字を取り除いても，やはり回文が得られる．
こうした観察は，Lpalの定義における次の基底と帰納ステップを
もたらす．

基底： λ, aおよび bは回文である．
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回文 II

それでは始めよう．もちろん，λ，aおよび bは回文である．すべ
ての回文は，同じ文字で始まり，そして，終らなければならない．
また，最初と最後の文字を取り除いても，やはり回文が得られる．
こうした観察は，Lpalの定義における次の基底と帰納ステップを
もたらす．

基底： λ, aおよび bは回文である．

帰納ステップ：もし w ∈ {a, b}∗ が回文であるならば，awaと
bwbもまた回文である．また，基底と帰納ステップに従うもの以
外のw ∈ {a, b}∗ は，回文ではない．
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回文 II

それでは始めよう．もちろん，λ，aおよび bは回文である．すべ
ての回文は，同じ文字で始まり，そして，終らなければならない．
また，最初と最後の文字を取り除いても，やはり回文が得られる．
こうした観察は，Lpalの定義における次の基底と帰納ステップを
もたらす．

基底： λ, aおよび bは回文である．

帰納ステップ：もし w ∈ {a, b}∗ が回文であるならば，awaと
bwbもまた回文である．また，基底と帰納ステップに従うもの以
外のw ∈ {a, b}∗ は，回文ではない．

しかし，ここで止めておく．すべての回文から成る言語を定義す
る際，転置演算子 T を用いることができる．すなわち，
L̃pal = {w ∈ {a, b}∗ | w = wT } .
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回文 III

いまの定義において，敢えて異なる表記を用いた．なぜなら，
Lpal = L̃pal であるか否かが，まだわからないからである．この等
式を得るには，証明が必要である．
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回文 III

いまの定義において，敢えて異なる表記を用いた．なぜなら，
Lpal = L̃pal であるか否かが，まだわからないからである．この等
式を得るには，証明が必要である．

定理 2

Lpal = L̃pal.
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回文 III

いまの定義において，敢えて異なる表記を用いた．なぜなら，
Lpal = L̃pal であるか否かが，まだわからないからである．この等
式を得るには，証明が必要である．

定理 2

Lpal = L̃pal.

証明： 集合 X, Y が等しいことは，多くは X ⊆ Y および Y ⊆ X

を示すことで証明される．それではまず，Lpal ⊆ L̃pal を示そう．
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回文 IV

基底で定義される文字列，λ，aおよび bから始めよう．転置演
算の定義より，λT = λであるから，λ ∈ L̃pal となる．次に aを考
える．転置演算の定義を適用するために，命題 1の性質 (2)，すな
わち，a = λaを用いる．すると，

aT = (λa)T = aλT = aλ = a .

を得る．bに関する証明は同様なので省略する．
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回文 IV

基底で定義される文字列，λ，aおよび bから始めよう．転置演
算の定義より，λT = λであるから，λ ∈ L̃pal となる．次に aを考
える．転置演算の定義を適用するために，命題 1の性質 (2)，すな
わち，a = λaを用いる．すると，

aT = (λa)T = aλT = aλ = a .

を得る．bに関する証明は同様なので省略する．

いま，帰納法の仮定として，|w| 6 nなるすべての文字列 wにつ
いて，w ∈ Lpal ならば w ∈ L̃pal であるとする．Lpal の定義に従い，
帰納ステップは nから n + 2へと行なわれる．w ∈ Lpal を，
|w| = n + 2なる任意の文字列とする．すると，w = avaまたは
w = bvbとなる．ただし，v ∈ {a, b}∗および |v| = nである．Lpal

の定義と，帰納法の仮定より，vは回文であるから，v = vT であ
ることがわかる．
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回文 V

次の主張は，転置演算の特別な性質を与えるものである．
主張 1. 任意のアルファベット Σ上の文字列を
w = w1 . . . wn ∈ Σ∗ とする．ただし，n ∈N+ で，すべての
i ∈ {1, . . . , n}について，wi ∈ Σである．このとき，
wT = wn . . . w1 である．
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回文 V

次の主張は，転置演算の特別な性質を与えるものである．
主張 1. 任意のアルファベット Σ上の文字列を
w = w1 . . . wn ∈ Σ∗ とする．ただし，n ∈N+ で，すべての
i ∈ {1, . . . , n}について，wi ∈ Σである．このとき，
wT = wn . . . w1 である．

主張 2. すべての n ∈Nについて，もし p = p1xpn+2ならば，す
べての p1, pn+2 ∈ {a, b}および x ∈ {a, b}∗ について，
pT = pn+2x

Tp1 である．ただし，|x| = nである．
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回文 V

次の主張は，転置演算の特別な性質を与えるものである．
主張 1. 任意のアルファベット Σ上の文字列を
w = w1 . . . wn ∈ Σ∗ とする．ただし，n ∈N+ で，すべての
i ∈ {1, . . . , n}について，wi ∈ Σである．このとき，
wT = wn . . . w1 である．

主張 2. すべての n ∈Nについて，もし p = p1xpn+2ならば，す
べての p1, pn+2 ∈ {a, b}および x ∈ {a, b}∗ について，
pT = pn+2x

Tp1 である．ただし，|x| = nである．

主張 1は，主張 2を示す際に必要となる．これらの証明について
は演習問題とする．
主張 2を用いると次を得る．

wT = (ava)T = avTa =
︸︷︷︸

by IH

ava = w .

w = bvbの場合も同様なので省略する．
計算理論 c©Thomas Zeugmann
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回文 VI

最後に，L̃pal ⊆ Lpal を示す．
帰納法の基底として，λ = λT ,すなわち，λ ∈ L̃pal であることがわ
かっている．また，Lpal の定義における基底から，λ ∈ Lpalである
こともわかる．
こうして，次の帰納法の仮定を得る．長さ nのすべての文字列 w

について：w = wT ならば w ∈ Lpal である．
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回文 VI

最後に，L̃pal ⊆ Lpal を示す．
帰納法の基底として，λ = λT ,すなわち，λ ∈ L̃pal であることがわ
かっている．また，Lpal の定義における基底から，λ ∈ Lpalである
こともわかる．
こうして，次の帰納法の仮定を得る．長さ nのすべての文字列 w

について：w = wT ならば w ∈ Lpal である．

帰納ステップは nから n + 1へと行なわれる．すなわち，次を示
す：|w| = n + 1かつ w = wT ならば，w ∈ Lpal である．
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回文 VI

最後に，L̃pal ⊆ Lpal を示す．
帰納法の基底として，λ = λT ,すなわち，λ ∈ L̃pal であることがわ
かっている．また，Lpal の定義における基底から，λ ∈ Lpalである
こともわかる．
こうして，次の帰納法の仮定を得る．長さ nのすべての文字列 w

について：w = wT ならば w ∈ Lpal である．

帰納ステップは nから n + 1へと行なわれる．すなわち，次を示
す：|w| = n + 1かつ w = wT ならば，w ∈ Lpal である．

n = 1の場合は直ちに aおよび bが得られ，また，a, b ∈ Lpal で
あるから，以下では n > 1を仮定する．
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回文 VII

では，|w| = n + 1かつ w = wT なる任意の文字列 w ∈ {a, b}∗，
例えば，w = a1 . . . an+1 (ただし，ai ∈ Σ)を考える．仮定より，
次を得る．

a1 . . . an+1 = an+1 . . . a1 .
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回文 VII

では，|w| = n + 1かつ w = wT なる任意の文字列 w ∈ {a, b}∗，
例えば，w = a1 . . . an+1 (ただし，ai ∈ Σ)を考える．仮定より，
次を得る．

a1 . . . an+1 = an+1 . . . a1 .

命題 1の性質 (3)を適用すると，直ちに a1 = an+1 が得られる．
ここで，a1 = aおよび a1 = bの場合を区別する必要がある．両
者とも同様に扱うことができるので，ここでは a1 = aの場合の
みを考える．すると，w = avaと結論できる．ただし v ∈ {a, b}∗

かつ |v| = n − 1である．次に，先に示した転置演算の性質を適用
すると，v = vT，すなわち，v ∈ Lpalが得られる．最後に，Lpal の
定義における “帰納”の部分より，w ∈ Lpalであることが直ちにわ

かる．

計算理論 c©Thomas Zeugmann



動機 予備知識 関係 言語 回文 おわり

Thank you!
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