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バ ッ カ ス-ナウア形 I

前回の 講義で述べた通り，文脈自由文法はプログラミング言語の
重要な基礎をなす．しかし，その 言語仕様においては，我々が学
んだ文脈自由文法の 定義とは異なる形式が通常用いられる．
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バ ッ カ ス-ナウア形 I

前回の 講義で述べた通り，文脈自由文法はプログラミング言語の
重要な基礎をなす．しかし，その 言語仕様においては，我々が学
んだ文脈自由文法の 定義とは異なる形式が通常用いられる．
こ の 形式はバ ッ カ ス標準形 (Backus Normal Form)，あるいは，
バ ッ カ ス-ナウア形 (Backus-Naur Form)と呼ばれる．こ れは，
ALGOL の 文法を記述するために John Backusが作り出したもの
であり，後に，Peter Naur により文字セットを減らすために単純
化され，こ の 新たな形式を Donald Knuthが Backus-Naur形と
名付けた．幸いにも，Knuth の 提案に従ってかどうかは別にし
て，こ の 形式は BNFと広く略されている．
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バ ッ カ ス-ナウア形 II

その 形式は，作業語彙 T ∪ N に出現しない 4つの メタ文字を用い
る．こ れらは

〈 〉 ::= |

であり，使いかたは次の 通りである．(メタ文字を含ま ない )文字
列は，〈と 〉で囲われる．記号 ::=は ( → と同様に )置換操作を表
し，|は “または (or)”と解釈される．
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バ ッ カ ス-ナウア形 III
例． 1

プログラミング言語における，符号なし整数に関する文脈自由文
法を考えよう．こ こ で，Dは整数の クラスを，Uは符号なし整数
の クラスを表すとする．

D → 0
D → 1
D → 2
D → 3
D → 4
U → D

D → 5
D → 6
D → 7
D → 8
D → 9
U → UD .
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バ ッ カ ス-ナウア形 III
例． 1

プログラミング言語における，符号なし整数に関する文脈自由文
法を考えよう．こ こ で，Dは整数の クラスを，Uは符号なし整数
の クラスを表すとする．

D → 0
D → 1
D → 2
D → 3
D → 4
U → D

D → 5
D → 6
D → 7
D → 8
D → 9
U → UD .

こ れを BNF に書換えると

〈digit〉 ::= 0|1|2|3|4|5|6|7|8|9
〈unsigned integer〉 ::= 〈digit〉|〈unsigned integer〉〈digit〉
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バ ッ カ ス-ナウア形 IV

こ の 例からわかるように，BNFは非常に簡潔な表現を与える．

適当と思われるとき は，BNF における表記を組み合わせ て用い
る．例えば，〈，〉と一緒に |を用いる．ただし，::= は用いない．
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動機

文脈自由文法は，多くの 応用において重要な役割を果たす．正規
言語に関しては，有限オートマトンが非常に効率的な認識器であ
るこ とを見てき た．では，文脈自由言語についてはどうであろ
うか？
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動機

文脈自由文法は，多くの 応用において重要な役割を果たす．正規
言語に関しては，有限オートマトンが非常に効率的な認識器であ
るこ とを見てき た．では，文脈自由言語についてはどうであろ
うか？
　任意の 文脈自由言語についても，同様に認識器を計算論的に構
成するこ とができ る．形式的に述べると，こ れらはプュッシュダ
ウンオートマトン (pushdown automata)である．所与の 言語に対
して，適当なプッシュダウンオートマトンを構成する多くの ソフ
トウェアが存在する．こ れらシステムは，コンパイラの 構文解析
部を高速に構成してくれるこ とから重要であり，故に，高く評価
されている．

計算理論 c©Thomas Zeugmann
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動機

文脈自由文法は，多くの 応用において重要な役割を果たす．正規
言語に関しては，有限オートマトンが非常に効率的な認識器であ
るこ とを見てき た．では，文脈自由言語についてはどうであろ
うか？
　任意の 文脈自由言語についても，同様に認識器を計算論的に構
成するこ とができ る．形式的に述べると，こ れらはプュッシュダ
ウンオートマトン (pushdown automata)である．所与の 言語に対
して，適当なプッシュダウンオートマトンを構成する多くの ソフ
トウェアが存在する．こ れらシステムは，コンパイラの 構文解析
部を高速に構成してくれるこ とから重要であり，故に，高く評価
されている．

こ れらについては，第 9回・第 10回の 講義で学ぶ．
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動機

まず最初に，構文解析の ための 別の 重要なツールである構文解析
器/パーサ (parser)について述べると都合がよい．
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動機

まず最初に，構文解析の ための 別の 重要なツールである構文解析
器/パーサ (parser)について述べると都合がよい．
最も広く使われている構文解析器の 生成器は，yacc (yet another
compiler-compiler)と呼ばれるもの である．構文解析器の 生成，
すなわち，ソースプログラムから構文木を作り出す関数は，すべ
ての UNIXシステムで利用可能な yaccコマンドに組織化されて
いる．yaccへの 入力は CFGであり，その 表記は，よく知られた
BNFと細部においての み異なる．各生成規則にはアクシ ョン
(action)が結びつけられている．こ れは，こ の 生成規則に対応す
るノード (とその 子ノード)が作り出されるとき に実行される C の
コードの 一部である．では，構文木について続けよう．
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構文木 I

文法の 優れた特徴は，それが定義する言語の 文の 階層的な構文構
造を表す点にある．こ うした階層的構造は構文木 (parse tree) によ
り表される．
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構文木 I

文法の 優れた特徴は，それが定義する言語の 文の 階層的な構文構
造を表す点にある．こ うした階層的構造は構文木 (parse tree) によ
り表される．

構文木は導出に関する表現である．コンパイラで用いられるとき
は，ソースプログラムを表現するための データ構造と言える．コ
ンパイラでは，ソースプログラムの 木構造は，その ソースの 実行
コードへの 変換を容易にする．その 際，こ うした変換は自然な再
帰関数で表現される．
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構文木 II

構文木は次の 通り定義される木である．

定義 1
G = [T , N, σ, P]を文脈自由文法とする．G に関する構文木 (parse
tree)とは，次の 条件を満たす木である．
(1) 各内部ノードと根 (ルート)ノードは N中の 変数でラベル付
けされている．

(2) 各葉ノードは，非終端記号，終端記号，あるいは，空文字列
の いずれかでラベル付けされている．特に，空文字列でラベ
ル付けされた葉ノードは，その 親の 唯一の 子供でなければな
らない．

(3) もし，ある内部ノードが hで，その 子供が左から右へそれぞ
れ x1, . . . , xk でラベル付けされているならば，h → x1 · · · xk

は P中の 生成規則である．
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構文木 III

こ の ように，構文木の 各部分木は，その 文の 抽象化の 具体例を表
している．次に，構文木の 「成果」を定義する．いま，任意の 構文
木の 葉ノードに注目し，それらを左から右へ連結すると，ある文
字列が得られる．こ の 文字列をこ の 構文木の 成果 (yield)と呼ぶ．
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構文木 III

こ の ように，構文木の 各部分木は，その 文の 抽象化の 具体例を表
している．次に，構文木の 「成果」を定義する．いま，任意の 構文
木の 葉ノードに注目し，それらを左から右へ連結すると，ある文
字列が得られる．こ の 文字列をこ の 構文木の 成果 (yield)と呼ぶ．

明らかに，重要な点は，ルートノードは開始記号でラベル付けさ
れ，成果は 終端文字列 (terminal string)，すなわち，すべての 葉
ノードは，T 中の 文字あるいは空文字列でラベル付けされている
こ とである．こ の ように，文法が定める言語は，ルートノードに
開始記号を，成果として終端文字列を有する構文木の 成果の 集合
で表すこ ともでき る．
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構文木 IV

次の 文法の 一部を考えよう．こ れは代入文がど の よう
に生成されるかを記述したもの である．

例． 2

〈assign〉 → 〈id〉 := 〈expr〉

〈id〉 → A | B | C

〈expr〉 → 〈id〉 + 〈expr〉

| 〈id〉 ∗ 〈expr〉

| (〈expr〉)

| 〈id〉

計算理論 c©Thomas Zeugmann



バッカス-ナウア形 構文木・曖昧さ チョムスキー標準形 反復補題 おわり

構文木V

こ こ で，次の 代入文に注目しよう．A := B ∗ (A+ C) こ れは，以下
に示す導出により生成される．

〈assign〉 ⇒ 〈id〉 := 〈expr〉

⇒ A := 〈expr〉

⇒ A := 〈id〉 ∗ 〈expr〉

⇒ A := B ∗ 〈expr〉

⇒ A := B ∗ (〈expr〉)

⇒ A := B ∗ (〈id〉 + 〈expr〉)

⇒ A := B ∗ (A+ 〈expr〉)

⇒ A := B ∗ (A+ 〈id〉)

⇒ A := B ∗ (A+ C)

計算理論 c©Thomas Zeugmann
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構文木V

こ こ で導出した代入文の 構造は，以下の 構文木として示される．

*

<assign>

<expr><id>

A <id> <expr>

:=

( <expr )

<id> <expr>

<id>

C

B

+

A

図 1: 文 A := B ∗ (A+ C) の 構文木
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構文木VI

プログラミング言語の 構文解析器 (しばしばパーサ (parsers)と呼
ばれる)は，所与の プログラムに関する構文木を構築する．いく
つかの システムは構文木を暗に構築するの みであるが，構文木か
ら得られるすべての 情報を構文解析の 過程で利用する．構文木の
構築の 仕方には，ふたつの 代表的なアプローチがある．ひとつは
トッ プ ダウン，もうひとつはボトムアッ プである．トップダウン
法では，構文木はルートノードから葉ノードへ向かって構築され，
一方，ボトムアップ法では，葉ノードからルートノードへ向かっ
て構築される．
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構文木VI

プログラミング言語の 構文解析器 (しばしばパーサ (parsers)と呼
ばれる)は，所与の プログラムに関する構文木を構築する．いく
つかの システムは構文木を暗に構築するの みであるが，構文木か
ら得られるすべての 情報を構文解析の 過程で利用する．構文木の
構築の 仕方には，ふたつの 代表的なアプローチがある．ひとつは
トッ プ ダウン，もうひとつはボトムアッ プである．トップダウン
法では，構文木はルートノードから葉ノードへ向かって構築され，
一方，ボトムアップ法では，葉ノードからルートノードへ向かっ
て構築される．

こ うしたパーザを構成する際に考慮しなければならない大き な問
題は曖昧さ (ambiguity)である．では，こ の 問題について考えて
いこ う．
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曖昧さ I

定義 2
ふたつ以上の 異なる構文木に対応する文を生成する文法は，曖昧
である (ambiguous)と言われる．
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曖昧さ I

定義 2
ふたつ以上の 異なる構文木に対応する文を生成する文法は，曖昧
である (ambiguous)と言われる．

例として，例 3に示す文法の 次の 部分について考えよう．一見，
こ の 文法は先の 文法と非常に似ているように思える．唯一の 違い
は，生成規則であり，〈id〉が 〈expr〉 に置き 換えられている．

計算理論 c©Thomas Zeugmann
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曖昧さ I

定義 2
ふたつ以上の 異なる構文木に対応する文を生成する文法は，曖昧
である (ambiguous)と言われる．

例として，例 3に示す文法の 次の 部分について考えよう．一見，
こ の 文法は先の 文法と非常に似ているように思える．唯一の 違い
は，生成規則であり，〈id〉が 〈expr〉 に置き 換えられている．

しかし，こ の わずかな違いが深刻な問題を引き 起こ す．なぜなら，
こ の 文法は，例 2でみた文法より，わずかに弱い構文構造を与え
るからである．

計算理論 c©Thomas Zeugmann
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曖昧さ II

例． 3

〈assign〉 → 〈id〉 := 〈expr〉

〈id〉 → A | B | C

〈expr〉 → 〈expr〉 + 〈expr〉

| 〈expr〉 ∗ 〈expr〉

| (〈expr〉)

| 〈id〉

こ の 文法が曖昧であるこ とを確かめるために，次の 代入文を考え
よう：

A := B+ C ∗ A .

ふたつの 形式的な導出は省略し，直接構文木を考える．
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曖昧さ III

<assign>

<id> := <expr>

A <expr> + <expr>

<id> <expr> <expr>

B <id>

*

<id>

C A

<id> := <expr>

<assign>

A <expr> * <expr>

<expr> + <expr> <id>

<id> <id>

CB

A

図 2: 文 A := B+ C ∗ A に関する 2つの 構文木

A := B+ (C ∗ A) A := (B+ C) ∗ A.
計算理論 c©Thomas Zeugmann
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曖昧さ IV

こ れら 2つの 異なる構文木は問題を引き 起こ す．なぜなら，コン
パイラは，文の 意味をその 構文構造に基づいて判断するからであ
る．特に，コンパイラは，構文木を調べるこ とによってど の コー
ドを生成すべき かを決める．よって，こ の 例では，意味
(semantics)が定まらない．こ の 問題をもう少し詳細に見ていこ う．
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曖昧さ IV

こ れら 2つの 異なる構文木は問題を引き 起こ す．なぜなら，コン
パイラは，文の 意味をその 構文構造に基づいて判断するからであ
る．特に，コンパイラは，構文木を調べるこ とによってど の コー
ドを生成すべき かを決める．よって，こ の 例では，意味
(semantics)が定まらない．こ の 問題をもう少し詳細に見ていこ う．
図 2の 左側の 構文木では，積演算が木の 下方 (深い方)で生成され
ている．こ れは，式中で積演算が和演算よりも優先するこ とを示
している．
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曖昧さ IV

こ れら 2つの 異なる構文木は問題を引き 起こ す．なぜなら，コン
パイラは，文の 意味をその 構文構造に基づいて判断するからであ
る．特に，コンパイラは，構文木を調べるこ とによってど の コー
ドを生成すべき かを決める．よって，こ の 例では，意味
(semantics)が定まらない．こ の 問題をもう少し詳細に見ていこ う．
図 2の 左側の 構文木では，積演算が木の 下方 (深い方)で生成され
ている．こ れは，式中で積演算が和演算よりも優先するこ とを示
している．
しかし，図 2の 二番目の 構文木はその 逆を示している．明らかに，
コンパイラが下した決定に依存して，代入の 実際の 評価は，期待
した通り (積演算が和演算に優先する)か，誤りかの いずれかに
なる．
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曖昧さV

例 2 の 文法は曖昧ではないが，演算の 優先順位が通常とは異なる．
その 文法では，積演算を含む文の 構文木は，最深点で最右演算子
が出現し，他の 演算子は式の 左へ行くに従い位置が上になる．

計算理論 c©Thomas Zeugmann



バッカス-ナウア形 構文木・曖昧さ チョムスキー標準形 反復補題 おわり

曖昧さV

例 2 の 文法は曖昧ではないが，演算の 優先順位が通常とは異なる．
その 文法では，積演算を含む文の 構文木は，最深点で最右演算子
が出現し，他の 演算子は式の 左へ行くに従い位置が上になる．
よって，こ の 問題を解消し，積と和の 通常の 優先順位，あるいは，
より一般的には，任意の 所望の 優先順位を明確に定義する必要が
ある．実際の 問題として，こ の 目的はこの例題に対しては，異な
る優先順位を持つ演算子の オペランドに対して別の 非終端記号を
用いるこ とで達成でき る．こ れは，非終端記号の 追加だけでなく，
生成規則の 追加も必要とする．
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曖昧さVI

問

常に曖昧さを検出でき るの か？
もし，曖昧さが検出でき た場合，必ずそれを除去でき るの か？
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曖昧さVI

問

常に曖昧さを検出でき るの か？
もし，曖昧さが検出でき た場合，必ずそれを除去でき るの か？

その 答えは次の 定理によって与えられる．
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曖昧さVI

問

常に曖昧さを検出でき るの か？
もし，曖昧さが検出でき た場合，必ずそれを除去でき るの か？

その 答えは次の 定理によって与えられる．

定理 1
任意の 文脈自由文法が曖昧か否かを決定でき るアルゴリズムは存
在しない．
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曖昧さVI

問

常に曖昧さを検出でき るの か？
もし，曖昧さが検出でき た場合，必ずそれを除去でき るの か？

その 答えは次の 定理によって与えられる．

定理 1
任意の 文脈自由文法が曖昧か否かを決定でき るアルゴリズムは存
在しない．

定理 2
曖昧な文法だけを有する文脈自由言語が存在する．
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曖昧さVII

しかし，実際には想像する程深刻ではない．プログラム言語にお
いて典型的に現れる類の 曖昧さについては，それらを除去するた
めの 多くの 方法が提案されている．
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曖昧さVII

しかし，実際には想像する程深刻ではない．プログラム言語にお
いて典型的に現れる類の 曖昧さについては，それらを除去するた
めの 多くの 方法が提案されている．

では，先の 例に戻り，曖昧さを除去する方法をみていこ う．こ こ
では，例 2，および，例 3の 文法と同じ言語を生成し，かつ，通常
の 積・和演算の 優先順位を明らかに反映した文法を用いて議論を
続ける．
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曖昧さVIII

例． 4

〈assign〉 → 〈id〉 := 〈expr〉

〈id〉 → A | B | C

〈expr〉 → 〈expr〉 + 〈term〉

| 〈term〉

〈term〉 → 〈term〉 ∗ 〈factor〉

| 〈factor〉

〈factor〉 → (〈expr〉)

| 〈id〉
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曖昧さVIII

例． 4

〈assign〉 → 〈id〉 := 〈expr〉

〈id〉 → A | B | C

〈expr〉 → 〈expr〉 + 〈term〉

| 〈term〉

〈term〉 → 〈term〉 ∗ 〈factor〉

| 〈factor〉

〈factor〉 → (〈expr〉)

| 〈id〉

次に，先と同じ文，すなわち，次の 文を導出してみよう．

A := B+ C ∗ A .
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曖昧さ IX

その 導出は，以下の 通り，曖昧さ無しに得るこ とができ る．

〈assign〉 ⇒ 〈id〉 := 〈expr〉 ⇒ A := 〈expr〉

⇒ A := 〈expr〉 + 〈term〉

⇒ A := 〈term〉 + 〈term〉

⇒ A := 〈factor〉 + 〈term〉

⇒ A := 〈id〉 + 〈term〉

⇒ A := B+ 〈term〉

⇒ A := B+ 〈term〉 ∗ 〈factor〉

⇒ A := B+ 〈factor〉 ∗ 〈factor〉

⇒ A := B+ 〈id〉 ∗ 〈factor〉

⇒ A := B+ C ∗ 〈factor〉

⇒ A := B+ C ∗ 〈id〉

⇒ A := B+ C ∗ A
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曖昧さ X

さらに，先に最左導出 (leftmost derivation)，すなわち，最も左の
非終端記号が，それが終端記号に置き 換わるまで常に最初に処理
される様子をみたこ とに注意してほしい．こ の ように，与えられ
た文は，ひとつ以上の 導出を有する．もし，最右非終端記号を常
に最初に処理すると，それは最右導出 (rightmost derivation)と
なる．
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曖昧さ X

さらに，先に最左導出 (leftmost derivation)，すなわち，最も左の
非終端記号が，それが終端記号に置き 換わるまで常に最初に処理
される様子をみたこ とに注意してほしい．こ の ように，与えられ
た文は，ひとつ以上の 導出を有する．もし，最右非終端記号を常
に最初に処理すると，それは最右導出 (rightmost derivation)と
なる．
明らかに，生成規則の 適用が可能な非終端記号を任意に選択する
こ とも可能である．それを試し，構文木を構築してみよ．通常は，
最左導出を暗に仮定した上で，より正確には，ある文脈自由文法
が生成する言語中に，少なくともふたつの 異なる最左導出を有す
る文が存在するとき ，その 文法は曖昧であると言うこ とができ る．
そうでない場合，その 文法は無曖昧である (unambiguous)と言わ
れる．ある言語に対して無曖昧な文法が存在するとき ，その 言語
は無曖昧であると言われる．
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曖昧さ XI

プログラミング言語を記述する際の 別の 重要な問題は，演算子が
結合的であるこ とを示すこ とである．数学で学んだ通り，和と積
は結合的である．こ の こ とは，計算機における算術においても正
しいだろうか？整数の 和・積を考えるならば，それらは結合的で
ある．しかし，浮動小数点計算は必ずしも結合的でない．よって，
一般に，正しい結合性は本質的である．テキストでは，さらに情
報を与える．
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曖昧さ XI

プログラミング言語を記述する際の 別の 重要な問題は，演算子が
結合的であるこ とを示すこ とである．数学で学んだ通り，和と積
は結合的である．こ の こ とは，計算機における算術においても正
しいだろうか？整数の 和・積を考えるならば，それらは結合的で
ある．しかし，浮動小数点計算は必ずしも結合的でない．よって，
一般に，正しい結合性は本質的である．テキストでは，さらに情
報を与える．
練習問題として，多くの プログラミング言語にみられる
if-then-else文の 無曖昧な文法を考えてみるとよい．
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曖昧さ XI

プログラミング言語を記述する際の 別の 重要な問題は，演算子が
結合的であるこ とを示すこ とである．数学で学んだ通り，和と積
は結合的である．こ の こ とは，計算機における算術においても正
しいだろうか？整数の 和・積を考えるならば，それらは結合的で
ある．しかし，浮動小数点計算は必ずしも結合的でない．よって，
一般に，正しい結合性は本質的である．テキストでは，さらに情
報を与える．
練習問題として，多くの プログラミング言語にみられる
if-then-else文の 無曖昧な文法を考えてみるとよい．

文脈自由文法の 性質についてさらに続けよう．
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分離的文法 I

文脈自由文法においては，生成規則の 右辺の サイズにあらかじめ
定め られ た制限はない．こ の こ とは多くの 証明を複雑なもの にす
るかもしれない．しかし，右辺の 長さを高々 2に制限した文脈自
由文法の標準形が存在する．こ れを適用すると，多くの 証明が大
幅に簡単化される．
まず，分離的文法の 概念を定義する．
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分離的文法 I

文脈自由文法においては，生成規則の 右辺の サイズにあらかじめ
定め られ た制限はない．こ の こ とは多くの 証明を複雑なもの にす
るかもしれない．しかし，右辺の 長さを高々 2に制限した文脈自
由文法の標準形が存在する．こ れを適用すると，多くの 証明が大
幅に簡単化される．
まず，分離的文法の 概念を定義する．

定義 3
文法 G = [T , N, σ, P]を考える．任意の (α → β) ∈ P について，
α, β ∈ N∗，あるいは，α ∈ Nかつ β ∈ T であるとき ，Gは分離
的である (separated)と言われる．
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分離的文法 I

文脈自由文法においては，生成規則の 右辺の サイズにあらかじめ
定め られ た制限はない．こ の こ とは多くの 証明を複雑なもの にす
るかもしれない．しかし，右辺の 長さを高々 2に制限した文脈自
由文法の標準形が存在する．こ れを適用すると，多くの 証明が大
幅に簡単化される．
まず，分離的文法の 概念を定義する．

定義 3
文法 G = [T , N, σ, P]を考える．任意の (α → β) ∈ P について，
α, β ∈ N∗，あるいは，α ∈ Nかつ β ∈ T であるとき ，Gは分離
的である (separated)と言われる．

定理 3
任意の 文脈自由文法 G = [T , N, σ, P] について，それと等価で分離
的な文脈自由文法 G ′ = [T , N ′, σ, P ′]が存在する．
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分離的文法 II

証明： まず，各 t ∈ T について，新たな非終端記号 ht を導入す
る．こ こ で，任意の t ∈ T について ht < Nであるとする．さら
に，N ′ = {ht | t ∈ T } ∪ Nとする．
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分離的文法 II

証明： まず，各 t ∈ T について，新たな非終端記号 ht を導入す
る．こ こ で，任意の t ∈ T について ht < Nであるとする．さら
に，N ′ = {ht | t ∈ T } ∪ Nとする．
次に，(α → β) ∈ P について，β中の 各終端記号 tを ht に置き
換えて得られる生成規則を (α → β)[t//ht]と表す．生成規則の
集合 P ′ は次の 通り定義される．

P ′ = {(α → β)[t//ht] | (α → β) ∈ P} ∪ {ht → t | t ∈ T } .
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分離的文法 II

証明： まず，各 t ∈ T について，新たな非終端記号 ht を導入す
る．こ こ で，任意の t ∈ T について ht < Nであるとする．さら
に，N ′ = {ht | t ∈ T } ∪ Nとする．
次に，(α → β) ∈ P について，β中の 各終端記号 tを ht に置き
換えて得られる生成規則を (α → β)[t//ht]と表す．生成規則の
集合 P ′ は次の 通り定義される．

P ′ = {(α → β)[t//ht] | (α → β) ∈ P} ∪ {ht → t | t ∈ T } .

構成の 仕方から，G ′ が分離的であるこ とは直ちにわかる．さら
に，G ′ が文脈自由であるこ とも保証される．
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分離的文法 III
L(G) = L(G ′)であるこ とを示す．
主張 1. L(G) ⊆ L(G ′).
s ∈ L(G)とすると，次の 導出が存在する．

σ
1
⇒ w1

1
⇒ w2

1
⇒ · · ·

1
⇒ wn

1
⇒ s ,

こ こ で，w1, . . . , wn ∈ (N ∪ T)+ \ T∗，かつ，s ∈ T∗ である．wi,
i = 1, . . . , nを生成する際に用いた生成規則を Pi としよう．
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分離的文法 III
L(G) = L(G ′)であるこ とを示す．
主張 1. L(G) ⊆ L(G ′).
s ∈ L(G)とすると，次の 導出が存在する．

σ
1
⇒ w1

1
⇒ w2

1
⇒ · · ·

1
⇒ wn

1
⇒ s ,

こ こ で，w1, . . . , wn ∈ (N ∪ T)+ \ T∗，かつ，s ∈ T∗ である．wi,
i = 1, . . . , nを生成する際に用いた生成規則を Pi としよう．
こ の とき ，次の 通り P ′ の 生成規則を用いて sを生成するこ とが
でき る．s = s1 · · · sm とする．こ こ で，任意の j = 1, . . . , m につ
いて，sj ∈ T である．Pi を適用する代わりに，P ′ 中の Pi[t//ht]

を用いて次を得る．

σ
1
⇒ w ′

1
1
⇒ w ′

2
1
⇒ · · ·

1
⇒ w ′

n
1
⇒ hs1 · · ·hsm

,

こ こ で，任意の i = 1, . . . , n について，w ′

i ∈ (N ′)+ である．
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分離的文法 III
L(G) = L(G ′)であるこ とを示す．
主張 1. L(G) ⊆ L(G ′).
s ∈ L(G)とすると，次の 導出が存在する．

σ
1
⇒ w1

1
⇒ w2

1
⇒ · · ·

1
⇒ wn

1
⇒ s ,

こ こ で，w1, . . . , wn ∈ (N ∪ T)+ \ T∗，かつ，s ∈ T∗ である．wi,
i = 1, . . . , nを生成する際に用いた生成規則を Pi としよう．
こ の とき ，次の 通り P ′ の 生成規則を用いて sを生成するこ とが
でき る．s = s1 · · · sm とする．こ こ で，任意の j = 1, . . . , m につ
いて，sj ∈ T である．Pi を適用する代わりに，P ′ 中の Pi[t//ht]

を用いて次を得る．

σ
1
⇒ w ′

1
1
⇒ w ′

2
1
⇒ · · ·

1
⇒ w ′

n
1
⇒ hs1 · · ·hsm

,

こ こ で，任意の i = 1, . . . , n について，w ′

i ∈ (N ′)+ である． こ
の ように，sを得るためには，j = 1, . . . m について生成規則
hsj

→ sjを適用すれば十分である．こ れで主張 1が証明された．
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分離的文法 IV

主張 2. L(G ′) ⊆ L(G).
こ れは，主張 1 の 証明での 方法を逆にするこ とで同様に証明でき
る．
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チ ョムスキー 標準形 I

こ れで文脈自由文法の 標準形を定義する準備ができ た．

定義 4
文法 G = [T , N, σ, P] において，P の すべての 生成規則が
h → h1h2 の 形式であるとき ，チ ョムスキー 標準形 (Chomsky
normal form)であると言われる．こ こ で，h, h1, h2 ∈ N，あるい
は，h → xであり，h ∈ Nとする x ∈ T．
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チ ョムスキー 標準形 I

こ れで文脈自由文法の 標準形を定義する準備ができ た．

定義 4
文法 G = [T , N, σ, P] において，P の すべての 生成規則が
h → h1h2 の 形式であるとき ，チ ョムスキー 標準形 (Chomsky
normal form)であると言われる．こ こ で，h, h1, h2 ∈ N，あるい
は，h → xであり，h ∈ Nとする x ∈ T．

定義から直ちに次の 系を得る．

系 4
G = [T , N, σ, P]をチョムスキー標準形の 文法とする．こ の とき ，

(1) Gは文脈自由である．

(2) Gは λ-自由である．
(3) Gは分離的である．

計算理論 c©Thomas Zeugmann



バッカス-ナウア形 構文木・曖昧さ チョムスキー標準形 反復補題 おわり

チ ョムスキー 標準形 II

いよいよ以下を示すこ とができ る：

定理 5
λ < L(G)である任意の 文脈自由文法 G = [T , N, σ, P] について，そ
れと等価なチョムスキー標準形の 文法 G ′ が存在する．
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チ ョムスキー 標準形 II

いよいよ以下を示すこ とができ る：

定理 5
λ < L(G)である任意の 文脈自由文法 G = [T , N, σ, P] について，そ
れと等価なチョムスキー標準形の 文法 G ′ が存在する．

証明： G = [T , N, σ, P]が与えられたとしよう．一般性を失うこ
となく，Gは既約であると仮定でき る．
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チ ョムスキー 標準形 III

最初に，h → h ′ なる形式の 生成規則をすべて除去する．こ れ
は，次の 通りに行なうこ とができ る．

任意の h ∈ N についてW0(h) = {h}

とし，任意の i > 0 について以下を定義する．

Wi+1(h) = Wi∪{h̃ | h̃ ∈ N, ある ĥ ∈ Wi(h) について (ĥ → h̃) ∈ P} .
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チ ョムスキー 標準形 III

最初に，h → h ′ なる形式の 生成規則をすべて除去する．こ れ
は，次の 通りに行なうこ とができ る．

任意の h ∈ N についてW0(h) = {h}

とし，任意の i > 0 について以下を定義する．

Wi+1(h) = Wi∪{h̃ | h̃ ∈ N, ある ĥ ∈ Wi(h) について (ĥ → h̃) ∈ P} .

こ の とき ，以下の 事実は明らかである：

(1) 任意の i > 0 について，Wi(h) ⊆ Wi+1(h)

(2) もし Wi(h) = Wi+1(h)ならば，任意の m ∈N について
Wi(h) = Wi+m(h)，

(3) n = card(N) についてWn(h) = Wn+1(h)，

(4) Wn(h) = {B | B ∈ Nかつ h
∗

⇒ B}．
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チ ョムスキー 標準形 IV

こ こ で，次を定義する．

P1 = {h → γ | h ∈ N, γ < N,
ある B ∈ Wn(h) について (B → γ) ∈ P} .

G1 = [T , N, σ, P1]とすると，
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チ ョムスキー 標準形 IV

こ こ で，次を定義する．

P1 = {h → γ | h ∈ N, γ < N,
ある B ∈ Wn(h) について (B → γ) ∈ P} .

G1 = [T , N, σ, P1]とすると，構成の 仕方から，P1 は h → h ′ な
る形式の 生成規則を含ま ない．こ うした生成規則は h → γで置
き 換えられている．すなわち，もし P中の 生成規則と B → γを
用いて h

∗

⇒ Bを得たならば，P1 中に h → γなる生成規則が存
在する．P1 はもとの すべての 生成規則 (h → γ) ∈ Pを含むこ と
にも注意しよう．こ こ で，W0 の 定義より γ < Nである．
L(G1) = L(G)を形式的に確かめるこ とは，演習問題として残して
おく．
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チ ョムスキー 標準形V

次に，上述したアルゴリズムを用いて，G1 から，等価な分離的文
法 G2 を構成する．こ こ で，まだ修正が必要な P2 中の 生成規則は
次の 形式である．

h → h1h2 · · ·hn , こ こ で n > 3 .
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チ ョムスキー 標準形V

次に，上述したアルゴリズムを用いて，G1 から，等価な分離的文
法 G2 を構成する．こ こ で，まだ修正が必要な P2 中の 生成規則は
次の 形式である．

h → h1h2 · · ·hn , こ こ で n > 3 .
任意の こ うした生成規則を次の 生成規則で置き 換える．

h → h1hh2···hn

hh2···hn
→ h2hh3···hn

·

·

·

hhn−1hn
→ hn−1hn
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チ ョムスキー 標準形V

次に，上述したアルゴリズムを用いて，G1 から，等価な分離的文
法 G2 を構成する．こ こ で，まだ修正が必要な P2 中の 生成規則は
次の 形式である．

h → h1h2 · · ·hn , こ こ で n > 3 .
任意の こ うした生成規則を次の 生成規則で置き 換える．

h → h1hh2···hn

hh2···hn
→ h2hh3···hn

·

·

·

hhn−1hn
→ hn−1hn

よって，結果として得られる文法 G ′ はチョムスキー標準形であ
り，構成法から Gと等価である．なお詳細については省略する．
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反復補題 I

チョムスキー標準形を用いて証明可能な重要な結果を示して今回
の 講義を終える．こ の 結果は，通常は，文脈自由言語の 反復補題，
Bar-Hillel の 補題，あるいは qrsuv-定理と言われる．
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反復補題 I

チョムスキー標準形を用いて証明可能な重要な結果を示して今回
の 講義を終える．こ の 結果は，通常は，文脈自由言語の 反復補題，
Bar-Hillel の 補題，あるいは qrsuv-定理と言われる．

qrsuv-定理は，言語が文脈自由であるための 必要条件を与えてい
るこ とに注意しよう．それは十分条件ではない．よって，こ れは，
言語が文脈自由でないこ とを示すためにしばしば利用される．
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反復補題 II

定理 6 (qrsuv-定理，反復補題)

任意の 文脈自由言語 L について，整数 k, `が存在し，|w| > kな
る任意の w ∈ L について以下の 文字列 q, r, s, u, vが存在する．
(1) w = qrsuv,
(2) |rsu| 6 k,
(3) ru , λ,
(4) 任意の i ∈N について qrisuiv ∈ L.
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反復補題 II

定理 6 (qrsuv-定理，反復補題)

任意の 文脈自由言語 L について，整数 k, `が存在し，|w| > kな
る任意の w ∈ L について以下の 文字列 q, r, s, u, vが存在する．
(1) w = qrsuv,
(2) |rsu| 6 k,
(3) ru , λ,
(4) 任意の i ∈N について qrisuiv ∈ L.

証明： G = [T , N, σ, P]を，L に関する任意の チョムスキー標準形
の 文脈自由文法とする．こ の とき ，すべての 構文木は，最後の 導
出ステップを除いて二分木となる．
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反復補題 III

n = card(N)および k = 2n とし，|w| > kなる任意の 文字列
w ∈ L(G) の 構文木を考える．すると，w の 任意の 構文木は少な
くとも n の 高さを持つから，根ノード σからある葉ノードへの 長
さ n以上の パスが必ず存在する．こ の パス上には，σを含めて
n + 1 の 非終端記号が含まれるの で，ある非終端記号 hは少なく
とも 2回現れるこ とになる (図 3，Part (a)を参照)．

Part (a) Part (b)

last derivation
step

σσ

w

︸                                 ︷︷                                 ︸

h h

h h

q r s u v

図 3: qrsuv-定理を例証する構文木
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反復補題 IV

いま，葉ノードから上に向かって進みながら，hを 2回含むある
パスにおいて，その 最初 2つの hを固定する．こ の ようにして，
上方の hが葉ノードから高々 nステップの 位置にあるこ とを保証
する．
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反復補題 IV

いま，葉ノードから上に向かって進みながら，hを 2回含むある
パスにおいて，その 最初 2つの hを固定する．こ の ようにして，
上方の hが葉ノードから高々 nステップの 位置にあるこ とを保証
する．

次に，こ れら 2つの hから作られる部分文字列を考える．こ れが
部分文字列 qrsuvとなる (図 3，Part (b)を参照)．
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反復補題 IV

いま，葉ノードから上に向かって進みながら，hを 2回含むある
パスにおいて，その 最初 2つの hを固定する．こ の ようにして，
上方の hが葉ノードから高々 nステップの 位置にあるこ とを保証
する．

次に，こ れら 2つの hから作られる部分文字列を考える．こ れが
部分文字列 qrsuvとなる (図 3，Part (b)を参照)．

Gは CNFであるから，上方の h において，h → h1h2 なる形式
の 生成規則が適用されなければならない．よって，r , λあるい
は u , λであり，言明 (3)が示される．
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反復補題 V

言明 (2)は，上方の hが葉ノードから高々 nステップであるこ と
からわかる．よって，こ の hから導出される文字列 rsuは，高々
2n = k の 長さとなる．
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反復補題 V

言明 (2)は，上方の hが葉ノードから高々 nステップであるこ と
からわかる．よって，こ の hから導出される文字列 rsuは，高々
2n = k の 長さとなる．

あとは言明 (4)を示すの みである．構文木を修正するこ とで証明
でき る．まず，上方の hを根ノードとする部分木を削除し，それ
を，下方の hを根ノードとする部分木と置き 換える (図 4，
Part (a)参照)．こ うするこ とで，qsv の 導出，すなわち，
qr0su0v ∈ L(G)が得られる．
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反復補題 VI

Part (a)

Part (b)
s

σ

h

q

s

v

σ

h

q v

h

r u
h

r u

図 4: qrsuv-定理の 言明 (4) の 例示
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反復補題 VII

次に，下方の hを根ノードとする部分木を削除し，上方の hを根
ノードとする部分木と置き 換える．(図 4，Part (b)参照)．こ うす
るこ とで，qr2su2v の 導出が得られ，よって，qr2su2v ∈ L(G)と
なる．こ の 考え方を繰り返すこ とで，すべての i ∈N+ について，
qrisuiv ∈ L(G)を得る．
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反復補題 VII

次に，下方の hを根ノードとする部分木を削除し，上方の hを根
ノードとする部分木と置き 換える．(図 4，Part (b)参照)．こ うす
るこ とで，qr2su2v の 導出が得られ，よって，qr2su2v ∈ L(G)と
なる．こ の 考え方を繰り返すこ とで，すべての i ∈N+ について，
qrisuiv ∈ L(G)を得る．

定理 6の 応用を考えるために，定理 6.5 の 証明の 完成を兼ねて，
次の 定理を示す．
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反復補題 VIII

定理 7

L = {anbncn | n ∈N} < CF.

証明： 否定を仮定する．すると，定理 6より，|w| > kなるすべ
ての w ∈ L について，以下となるような kが存在する：

|ru| > 0なる部分文字列 q, r, s, u, vが存在し，すべての
w = qrsuv ∈ Lおよびすべての i ∈N について，qrisuiv ∈ Lで
なければならない．いま，w = akbkck を考える．すると，
|w| = 3k > kであり，定理 6の 言明 (2)より，|rsu| 6 kとなる．
よって，ruは a，bおよび cを含むこ とができ ない．|ru| > 0お
よび (i = 0における)主張 (4)より，qr0su0v = qsv ∈ Lとなるが，
先に議論した通り，すべての ` ∈N について，qsv , a`b`c` であ
るから，矛盾が生じる．

計算理論 c©Thomas Zeugmann



バッカス-ナウア形 構文木・曖昧さ チョムスキー標準形 反復補題 おわり

Thank you!
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