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プ ッ シ ュダウンオー トマトン I

今回の 講義も引続き プッシュダウンオートマトンについて議論す
る．こ れまでの 講義で，正規言語を特徴付ける機械モデルとして
の 非決定性有限オートマトンについて学んだ．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトン I

今回の 講義も引続き プッシュダウンオートマトンについて議論す
る．こ れまでの 講義で，正規言語を特徴付ける機械モデルとして
の 非決定性有限オートマトンについて学んだ．

こ こ では，文脈自由言語を特徴付けるためにプッシュダウンオー
トマトンを用いる．一般に，プッシュダウンオートマトンとは，
λ-遷移 (λ-transition)を許す非決定性有限オートマトンの 拡張で
ある．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトン I

今回の 講義も引続き プッシュダウンオートマトンについて議論す
る．こ れまでの 講義で，正規言語を特徴付ける機械モデルとして
の 非決定性有限オートマトンについて学んだ．

こ こ では，文脈自由言語を特徴付けるためにプッシュダウンオー
トマトンを用いる．一般に，プッシュダウンオートマトンとは，
λ-遷移 (λ-transition)を許す非決定性有限オートマトンの 拡張で
ある．

こ こ で，λ-遷移とは，オートマトンが，入力テープ上の 空語 λを
読み，その 状態を変化させるこ とを意味する．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトン II

非決定性有限オートマトンに対する拡張は，スタックにある．ス
タックは，プッシュダウンオートマトンが任意の 有限記号列を覚
えておくこ とを可能にする．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトン II

非決定性有限オートマトンに対する拡張は，スタックにある．ス
タックは，プッシュダウンオートマトンが任意の 有限記号列を覚
えておくこ とを可能にする．

しかし，計算機の 一般的なモデル (例えば，チューリング機械や
ランダムアクセス機械)とは対称的に，スタックへの アクセスは
lifo-モードの みである．こ こ で，lifoとは，“last in first out (先入
れ後出し )” の こ とである．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトン II

非決定性有限オートマトンに対する拡張は，スタックにある．ス
タックは，プッシュダウンオートマトンが任意の 有限記号列を覚
えておくこ とを可能にする．

しかし，計算機の 一般的なモデル (例えば，チューリング機械や
ランダムアクセス機械)とは対称的に，スタックへの アクセスは
lifo-モードの みである．こ こ で，lifoとは，“last in first out (先入
れ後出し )” の こ とである．

すなわち，スタックでは，その 先頭においての みリード (read),
プッシュ(push)，および，ポップ (pop)が行なわれる．こ れは，既
に学んだデータ構造の スタックと同様である．
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プッシュダウンオートマトン 比較 PDAと CFL おわり

プ ッ シ ュダウンオー トマトン III
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図 1: プッシュダウンオートマトン
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プ ッ シ ュダウンオー トマトン IV
形式的には，一回の 遷移で，プッシュダウンオートマトンは：
(1) それが読んだ記号 (文字)を入力から消費する．λが読まれた
場合は，入力記号は消費されない．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトン IV
形式的には，一回の 遷移で，プッシュダウンオートマトンは：
(1) それが読んだ記号 (文字)を入力から消費する．λが読まれた
場合は，入力記号は消費されない．

(2) 新たな状態へと移る．ただし，それは現在の 状態と同じ場合
も異なる場合もある．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトン IV
形式的には，一回の 遷移で，プッシュダウンオートマトンは：
(1) それが読んだ記号 (文字)を入力から消費する．λが読まれた
場合は，入力記号は消費されない．

(2) 新たな状態へと移る．ただし，それは現在の 状態と同じ場合
も異なる場合もある．

(3) スタックの 先頭の 記号をある記号列に置き 換える．その 記号
列が λである場合もあり，こ れは，スタックの ポップ操作に
対応する．その 記号列が先にスタックの 先頭に現れた記号と
同じ場合がある．すなわち，スタックには何の 変化もおき な
い．スタックの 先頭記号は他の 別の 記号と置き 換えられるこ
ともある．こ の 場合，スタックの 先頭は変化するが，プッ
シュもポップも行われない．
最後に，スタックの 先頭記号は，二つ以上の 記号に置き 換え
られるこ ともある．こ の 場合は，スタックの 先頭記号を (場
合によっては)変え，ひとつ以上の 新たな記号をスタックに
プッシュする．
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例

言語 L = {wwT | w ∈ {0, 1}∗}がプッシュダウンオートマトンに受
理されるこ とを非形式的に示そう．入力として x ∈ {0, 1}∗ が与え
られたとする．
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例

言語 L = {wwT | w ∈ {0, 1}∗}がプッシュダウンオートマトンに受
理されるこ とを非形式的に示そう．入力として x ∈ {0, 1}∗ が与え
られたとする．

(1) まだ x の 中央にたどり着いていないとの “推測”を表す状態
q0 から出発する．q0 にいる間は，一回に一文字を読み，そ
の コピーをプッシュしてスタックに蓄える．
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例

言語 L = {wwT | w ∈ {0, 1}∗}がプッシュダウンオートマトンに受
理されるこ とを非形式的に示そう．入力として x ∈ {0, 1}∗ が与え
られたとする．

(1) まだ x の 中央にたどり着いていないとの “推測”を表す状態
q0 から出発する．q0 にいる間は，一回に一文字を読み，そ
の コピーをプッシュしてスタックに蓄える．

(2) 任意の 時点で，中央 (すなわち，L の 入力記号列が x = wwT

である場合は，w の 最後) にたどり着いたこ とを推測しても
よい．こ の 時点で，wはスタック上にあり，特に，w の 最右
記号はスタックの 先頭，最左記号は最後にある．こ の 選択
(推測)を，状態を自発的に q1 に変化させるこ とにより表す．
(つまり，次の 入力記号を読む代わりに，λを読む．)
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例 -続き

(3) 状態 q1 においては，入力記号とスタックの 先頭文字とを比
較する．入力から読んだ記号がスタックの 先頭文字と一致す
る場合は，状態 q1 の まま処理を続け，スタックをポップす
る．もし異なった場合は，入力記号列を受理せ ずに終了する．
すなわち，こ の (1つの )計算過程は消滅する．
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例 -続き

(3) 状態 q1 においては，入力記号とスタックの 先頭文字とを比
較する．入力から読んだ記号がスタックの 先頭文字と一致す
る場合は，状態 q1 の まま処理を続け，スタックをポップす
る．もし異なった場合は，入力記号列を受理せ ずに終了する．
すなわち，こ の (1つの )計算過程は消滅する．

(4) もし x の 終端にたどり着いて，かつ，スタックが空であった
場合は xを受理する．
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プッシュダウンオートマトン 比較 PDAと CFL おわり

注意点

明らかに，x ∈ Lである場合は，x の 中央を正しく推測するこ とに
より，受理を意味する計算過程が得られる．もし，x < Lである
場合は，推測したこ ととは無関係に，任意の 計算過程が受理に至
るこ とは無いであろう．よって，上記の プッシュダウンオートマ
トンは，L の 非決定性受理器である．
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注意点

明らかに，x ∈ Lである場合は，x の 中央を正しく推測するこ とに
より，受理を意味する計算過程が得られる．もし，x < Lである
場合は，推測したこ ととは無関係に，任意の 計算過程が受理に至
るこ とは無いであろう．よって，上記の プッシュダウンオートマ
トンは，L の 非決定性受理器である．

上述した通り，プッシュダウンオートマトンは，自発的な
(spontaneous)遷移を行う際，スタックを更新するこ とが許され
ている点に注意しよう．
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注意点

明らかに，x ∈ Lである場合は，x の 中央を正しく推測するこ とに
より，受理を意味する計算過程が得られる．もし，x < Lである
場合は，推測したこ ととは無関係に，任意の 計算過程が受理に至
るこ とは無いであろう．よって，上記の プッシュダウンオートマ
トンは，L の 非決定性受理器である．

上述した通り，プッシュダウンオートマトンは，自発的な
(spontaneous)遷移を行う際，スタックを更新するこ とが許され
ている点に注意しよう．

問

プッシュダウンオートマトンに受理される言語は，形式的にはど
の ように定義でき るだろうか？
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プッシュダウンオートマトン 比較 PDAと CFL おわり

プ ッ シ ュダウンオー トマトンV

先の 例を見ると，オートマトンは空の スタックと共にその 計算を
終了した．よって，プッシュダウンオートマトンに受理される言
語を，空の スタックで終了する計算が存在するすべての 記号列の
集合として定義するこ とが自然であろう．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトンV

先の 例を見ると，オートマトンは空の スタックと共にその 計算を
終了した．よって，プッシュダウンオートマトンに受理される言
語を，空の スタックで終了する計算が存在するすべての 記号列の
集合として定義するこ とが自然であろう．

二番目として，有限オートマトンを議論する際に用いた方法論を
利用するこ とができ る．つまり，すべての 状態の 集合から一部を
選び，それらを受理状態であると考える．こ の アプローチをとる
場合は，プッシュダウンオートマトンに受理される言語を，受理
状態で終了する計算が存在するすべての 記号列の 集合として定義
するこ とが自然であろう．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトンV

先の 例を見ると，オートマトンは空の スタックと共にその 計算を
終了した．よって，プッシュダウンオートマトンに受理される言
語を，空の スタックで終了する計算が存在するすべての 記号列の
集合として定義するこ とが自然であろう．

二番目として，有限オートマトンを議論する際に用いた方法論を
利用するこ とができ る．つまり，すべての 状態の 集合から一部を
選び，それらを受理状態であると考える．こ の アプローチをとる
場合は，プッシュダウンオートマトンに受理される言語を，受理
状態で終了する計算が存在するすべての 記号列の 集合として定義
するこ とが自然であろう．

両者の アイデアを試してみる．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトンVI

定義 1
K = [Q, Σ, Γ , δ, q0, k0, F]はプ ッ シ ュダウンオー トマトン
(pushdown automaton)と呼ばれる．ただし，
(1) Qは非空の 有限集合 (状態 (states)集合 ),
(2) Σはアルファベット (入力アルファベット ),
(3) Γ はアルファベット (スタックアルファベット ),
(4) δ : Q × (Σ ∪ {λ}) × Γ −→ ℘fin(Q × Γ∗)，遷移関係

(transition relation) a,
(5) q0 ∈ Qは 初期状態 (initial state),
(6) k0 は スタ ッ ク記号 (stack symbol)と呼ばれる．k0 ∈ Γ であ
り，スタックは最初，k0 の みを含む．

(7) F ⊆ Qは，最終状態 (final states) の 集合．
aこ こ では，Q × Γ∗ の 有限部分集合を表すために ℘fin(Q × Γ∗)を用いる．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトンVII

以下では，入力記号を表すためにアルファベットの 小文字を先頭
から用い，入力記号列を表すためにアルファベトの 小文字を最後
から用いる．スタック記号を表すために Γ の 大文字を用い，ス
タック記号の 列を表すために小文字の ギリシャ文字を用いる．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトンVII

以下では，入力記号を表すためにアルファベットの 小文字を先頭
から用い，入力記号列を表すためにアルファベトの 小文字を最後
から用いる．スタック記号を表すために Γ の 大文字を用い，ス
タック記号の 列を表すために小文字の ギリシャ文字を用いる．

次に，以下を考える．

δ(q, a, Z) = {(q1, γ1), (q2, γ2), . . . , (qm, γm)} ,

こ こ で，i = 1, . . . , m, a ∈ Σ, Z ∈ Γ について，q, qi ∈ Qであり，
かつ，i = 1, . . . , m について，γi ∈ Γ∗ である．
解釈： Kは状態 q にあり，入力テープ上の aを読み，Zはスタッ
クの 先頭記号である．こ の とき ，実行される遷移毎に唯一の
(qi, γi)，i ∈ {1, . . . , m}を非決定的に選択するこ とができ る．そ
して，状態を qi に変え，a , λならば入力テープ上の ヘッドを右
へひとつ移動し，Zを γi に置き 換える．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトンVIII

γi の 最右記号が最初にスタックへプッシュされ，次に右から 2番
目の 記号がプッシュされ，以下同様に続く，という取り決め (約
束)をする．よって，γi の 最左記号は新たな記号であり，スタッ
クの 先頭にある．もし γi = λであるならば，Zはスタックから取
り除かれたと解釈される．
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プ ッ シ ュダウンオー トマトンVIII

γi の 最右記号が最初にスタックへプッシュされ，次に右から 2番
目の 記号がプッシュされ，以下同様に続く，という取り決め (約
束)をする．よって，γi の 最左記号は新たな記号であり，スタッ
クの 先頭にある．もし γi = λであるならば，Zはスタックから取
り除かれたと解釈される．

もし，a = λならば，解釈は上記と同様であるが，入力テープ上
の ヘッドは移動しない．
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時点表示

プッシュダウンオートマトンによる計算を形式的に扱うために，
こ こ では時点表示 (instantaneous description)を定義する．時点表
示とは，3つ組 (q, w, γ) であり，q ∈ Q, w ∈ Σ∗および γ ∈ Γ∗ で
ある．
K = [Q, Σ, Γ , δ, q0, k0, F]をプッシュダウンオートマトンとする．
こ の とき ，以下の ように記述する．
(p, β) ∈ δ(q, a, Z)ならば，

(q, aw, Zα)
1

−→
K

(p, w, βα)

こ こ で，a ∈ Σ ∪ {λ} であるこ とに注意する．

1
−→
K

の 反射的推移的閉包を
∗

−→
K

と書く．

計算理論 c©Thomas Zeugmann



プッシュダウンオートマトン 比較 PDAと CFL おわり

受理のモー ド

定義 2
K = [Q, Σ, Γ , δ, q0, k0, F]をプッシュダウンオートマトンとする．
最終状態により (via final state) Kが受理する言語を，次の 集合
として定義する．

L(K) = {w | ある p ∈ F , γ ∈ Γ∗ について (q0, w, k0)
∗

−→
K

(p, λ, γ)} .

空スタ ッ クにより (via empty stack) Kが受理する 言語は次の 通
りである．

N(K) = {w | ある p ∈ Q について (q0, w, k0)
∗

−→
K

(p, λ, λ)} .

空スタックによる受理を考える場合は，最終状態集合は関係ない
の で，常に F = ∅とする．
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決定性

定義 3
次の 条件が成り立つとき ，プッシュダウンオートマトン
K = [Q, Σ, Γ , δ, q0, k0, F]は決定的 (deterministic) であると言わ
れる．

(1) 各 q ∈ Qと Z ∈ Γ について，もし δ(q, λ, Z) , ∅ならば，す
べての a ∈ Σ について δ(q, a, Z) = ∅ である．

(2) すべての q ∈ Q, Z ∈ Γ と a ∈ Σ ∪ {λ} について，
card(δ(q, a, Z)) 6 1 である．
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注意点

後者の 定義においては，通常の 遷移と自発的な遷移の 選択を避け
るために条件 (1)を課す必要がある．一方，条件 (2)は，任意の 段
階で選択がないこ とを保証する．よって，条件 (2)は，決定性有
限オートマトンを定義する際に課した条件と似ている．決定性
プッシュダウンオートマトンにより受理される言語は，非決定性
プッシュダウンオートマトンに関するそれと同様に定義される．
すなわち，最終状態による受理と空スタックによる受理をそれぞ
れ区別する．
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注意点

後者の 定義においては，通常の 遷移と自発的な遷移の 選択を避け
るために条件 (1)を課す必要がある．一方，条件 (2)は，任意の 段
階で選択がないこ とを保証する．よって，条件 (2)は，決定性有
限オートマトンを定義する際に課した条件と似ている．決定性
プッシュダウンオートマトンにより受理される言語は，非決定性
プッシュダウンオートマトンに関するそれと同様に定義される．
すなわち，最終状態による受理と空スタックによる受理をそれぞ
れ区別する．

有限オートマトンを扱う限りは，決定性有限オートマトンにより
受理される言語の クラスは，非決定性有限オートマトンにより受
理される言語の クラスと同じである．プッシュダウンオートマト
ンに関しては，同様な結果は得られないこ とに注意する．
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受理モー ドの比較 I

定理 1
プッシュダウンオートマトン K について L = L(K)とする．こ の

とき ，L = N(K̃)なるプッシュダウンオートマトン K̃が存在する．
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受理モー ドの比較 I

定理 1
プッシュダウンオートマトン K について L = L(K)とする．こ の

とき ，L = N(K̃)なるプッシュダウンオートマトン K̃が存在する．

証明： 明らかに，こ うした定理はシミレーションを行うこ とに
より証明される．すなわち，Kが最終状態に到達した際にスタッ
クが空になるよう，Kを修正する．その ために，最終状態に到達
するこ と無しに Kがスタックを空にして受理するこ とが無いよ
う，新たな状態 qλ と特別なスタック記号 X0 を導入する．
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受理モー ドの比較 II

K = [Q, Σ, Γ , δ, q0, k0, F]を，L = L(K)なる所与の プッシュダウン

オートマトンとする．L = N(K̃)なるプッシュダウンオートマト

ン K̃を構成する必要がある．こ こ では以下を考える．

K̃ = [Q ∪ {qλ, q̃0}, Σ, Γ ∪ {X0}, q̃0, X0, δ̃, ∅] ,

こ こ で，δ̃は次の 通り定義される：
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受理モー ドの比較 II

K = [Q, Σ, Γ , δ, q0, k0, F]を，L = L(K)なる所与の プッシュダウン

オートマトンとする．L = N(K̃)なるプッシュダウンオートマト

ン K̃を構成する必要がある．こ こ では以下を考える．

K̃ = [Q ∪ {qλ, q̃0}, Σ, Γ ∪ {X0}, q̃0, X0, δ̃, ∅] ,

こ こ で，δ̃は次の 通り定義される：

δ̃(q̃0, λ, X0) = {(q0, k0X0)}

δ̃(q, a, Z) = δ(q, a, Z) for all q ∈ Q \ F, a ∈ Σ ∪ {λ}, Z ∈ Γ

δ̃(q, a, Z) = δ(q, a, Z) for all q ∈ F, a ∈ Σ and Z ∈ Γ

δ̃(q, λ, Z) = δ(q, λ, Z) ∪ {(qλ, λ)} for all q ∈ F, Z ∈ Γ ∪ {X0}

δ̃(qλ, λ, Z) = {(qλ, λ)} for all Z ∈ Γ ∪ {X0} .
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受理モー ドの比較 III

構成方法から，K̃ の 開始時，それは K の 初期時点表示で表される
が，自身の スタック記号 X0 をスタックに付加的にプッシュする．
その 後，最終状態に到達するまで，K̃は Kを模倣する．Kがあ
る最終状態に到達すると，K̃は K の 模倣を続行するか，あるい
は，その 状態を qλ に遷移するこ とができ る．もし，K̃が状態 qλ

にあるならば，スタックを空にし，その 入力を受理する．
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受理モー ドの比較 IV

x ∈ L(K)としよう．こ の とき ，次の 計算が存在する．

ある q ∈ F について (q0, x, k0)
∗

−→
K

(q, λ, γ) .

入力 x に対して K̃を考えよう．定義より，K̃は，状態 q̃0 におい
て，スタック記号 X0 を伴って動作を開始する．最初の 自発的遷
移を行い，

(q̃0, x, X0)
1

−→
K̃

(q0, x, k0X0) .

次に，K̃は K の 動き の 各ステップを模倣するこ とができ るの で，

(q̃0, x, X0)
1

−→
K̃

(q0, x, k0X0)
∗

−→
K̃

(q, λ, γX0)

δ̃ の 定義における最後の 2つの 遷移を用いて次を得る．

(q0, x, k0X0)
∗

−→
K̃

(qλ, λ, λ) , thus x ∈ N(K̃) .
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受理モー ドの比較V

定理 2
プッシュダウンオートマトンK について L = N(K)とする．こ の

とき ，L = L(K̃)なるプッシュダウンオートマトン K̃が存在する．
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受理モー ドの比較V

定理 2
プッシュダウンオートマトンK について L = N(K)とする．こ の

とき ，L = L(K̃)なるプッシュダウンオートマトン K̃が存在する．

証明： こ こ でも証明はシミュレーションにより行われる．プッ
シュダウンオートマトン K̃は，Kがその スタックを空にしたこ と
を検出するまで，Kを模倣するであろう．もしそうなった場合は，
K̃はある最終状態に遷移した後に停止する．形式的な記述はテキ
ストにある．
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PDAとCF I

こ れまでは，プッシュダウンオートマトンとそれらの 受理に関す
る振舞だけを扱ってき た．如何なる言語がプッシュダウンオート
マトンに受理されるかは，まだ明らかではない．こ の こ とは次の
定理により明らかとなる．こ こ で，導出の 各段階において，最左
非終端記号に生成規則が適用されるとき ，その 導出は最左導出で
あると言われるこ とを思い出して欲しい．
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PDAとCF II

定理 3
K = [Q, Σ, Γ , δ, q0, k0, ∅]をプッシュダウンオートマトンとし，
L = N(K)とする．こ の とき ，Lは文脈自由である．
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証明 I

証明： K = [Q, Σ, Γ , δ, q0, k0, ∅]をプッシュダウンオートマトン
とする．L = N(K)が文脈自由であるこ とを証明するためには，
L = L(G)なる文脈自由文法 Gを構成する必要がある．
G = [Σ, N, σ, P]とし，Nを次の 通り定義する．N の 要素を
[q, A, p] で表す．ただし，p, q ∈ Qおよび A ∈ Γ である．さらに
Nは記号 σを含むとする．次に，生成規則の 集合を定義する必要
がある．P は次の 規則を含むとする．

(1) 各 q ∈ Q について，σ → [q0, k0, q]，

(2) q1, . . . , qm+1 ∈ Q，および，m > 0 において
(q1, B1B2 · · ·Bm) ∈ δ(q, a, A)なるA, B1, . . . , Bm ∈ Γ につい
て，
[q, A, qm+1] → a[q1, B1, q2][q2, B2, q3] · · · [qm, Bm, qm+1]．

m = 0 の 場合，生成規則は [q, A, q1] → aである．
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証明 II

こ の 証明を理解するためには，G の 非終端記号と生成規則が，G

における記号列 x の 最左導出が，入力 xが与えられたプッシュダ
ウンオートマトン K の 模倣となるように定義されているこ とを理
解するとよい．特に， G における最左導出の 任意の 時点に現れる
非終端記号は，文法が既に生成したの と同じ入力をKが観測した
時点での スタック上の 記号に対応している．別の 言い方をすると，
こ こ で意図しているこ とは，もし xが K に対し，qから始まり p

で終るある動作列によって，スタックからAを消去させるならば，
かつ，その とき に限り，[q, A, p]が xを導出するこ とである．
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証明 III

L(G) = N(K)を示すために，次を帰納的に証明する．

[q, A, p]
∗

=⇒
G

x if and only if (q, x, A)
∗

−→
K

(p, λ, λ) . (1)

最初に，i に関する帰納法により次を示す．

(q, x, A)
i

−→
K

(p, λ, λ)ならば [q, A, p]
∗

=⇒
G

x .
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証明 IV

帰納法の 基底として，i = 1とする．(q, x, A)
1

−→
K

(p, λ, λ)を得る

ためには，(p, λ) ∈ δ(q, x, A)が成り立たなければならない．結果
として，x = λあるいは x ∈ Σ の いずれかである．P の 構成法か
ら，両者の 場合において ([q, A, p] → x) ∈ P であるこ とがわか

る．よって，[q, A, p]
1

=⇒
G

xである．こ れが帰納法の 基底の 証明

となる．
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証明V

いま，i > 0と仮定する．x = ayかつ

(q, ay, A)
1

−→
K

(q1, y, B1B2 · · ·Bn)
i−1
−→
K

(p, λ, λ) .

としよう．記号列 yは y = y1y2 · · · ynと表すこ とができ る．こ
こ で，yj は，場合によっては長い動作列の 後に，スタックから
Bj をポップする働き を有する．つまり，y1 を，その 終端におい
てスタックが初めて長さ n − 1 の 列になる y の 接頭辞とする．ま
た，y2 は y1 に続く y の 記号列であり，y2 の 終端においてスタッ
クが初めて長さ n − 2となるもの とする．以下，同様に続く．
こ の 配置を次に示す．
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証明VI

Input symbols consumed

height of
the

stack

n

y1 y2 yn

State = p

State = q2

State = qn

State = q1

図 2: 消費した入力記号の 関数としての スタックの 高さ
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証明VII

Kが y1 を読み込む間中，B1 が最後から n番目の スタック記号で
ある必要はない．なぜなら，もし B1 がスタックの 先頭にあり，
ひとつ以上の 記号と置き 換えられる場合は，変化するかもしれな
いからである．しかし，y1 が読まれている間は，B2B3 · · ·Bn の
いずれも決してスタックの 先頭になるこ とはない．こ の ように，
y1 が処理されている間は，B2B3 · · ·Bn の いずれも変化しない，
あるいは，計算に影響を及ぼさない．一般には，y1 · · ·yj−1 が読
まれている間，Bj はスタック上にその まま残る．
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証明VIII

状態 q2, q3, . . . , qn+1 が存在する．こ こ で qn+1 = pである．た
だし，iより少ない動作により，

(qj, yj, Bj)
∗

−→
K

(qj+1, λ, λ)

である．qj は，スタックの 長さが初めて n − j + 1となった際に
到達する状態である．よって，帰納法の 仮定を適用し，次を得る．

1 6 j 6 n について [qj, Bj, qj+1]
∗

=⇒
G

yj .

もとの 動作

(q, ay, A)
1

−→
K

(q1, y, B1B2 · · ·Bn)を考えると，次の こ とがわかる．

[q, A, p] ⇒ a[q1, B1, q2][q2, B2, q3] · · · [qn, Bn, qn+1] .

故に [q, A, p]
∗

=⇒
G

ay1y2 · · ·yn = xとなり，(1) の (⇐)が示さ

れる．
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証明 IX

(1) の 必要性を示すために，[q, A, p]
i

=⇒
G

xを仮定する．i に関す

る帰納法により (q, x, A)
∗

−→
K

(p, λ, λ)を証明する．

帰納法の 基底として，再び i = 1 の 場合を考える．もし

[q, A, p]
1

=⇒
G

xならば，([q, A, p] → x) ∈ P であり，故に，

(p, λ) ∈ δ(q, x, A) である．
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証明X

次に，帰納の ために，次を仮定する．

[q, A, p] ⇒ a[q1, B1, q2] · · · [qn, Bn, qn+1]
i−1
=⇒
G

x ,

こ こ で，qn+1 = p. xを x = ax1 · · · xnと表す．ただし，

j = 1, . . . , n について，[qj, Bj, qj+1]
∗

=⇒
G

xj である．さらに，各導

出の ステップは iより少ない．よって，帰納法の 仮定を適用し次
を得る．

(qj, xj, Bj)
∗

−→
K

(qj+1, λ, λ) for j = 1, . . . , n .
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証明XI

もし，上記の 時点表示の 列にいてそれぞれの スタックの 最後に
Bj+1 · · ·Bnを挿入すると，次を得る．

(qj, xj, BjBj+1 · · ·Bn)
∗

−→
K

(qj+1, λ, Bj+1 · · ·Bn) . (2)

さらに，[q, A, p]からの x の 導出の 最初の ステップより，

(q, x, A)
1

−→
K

(q1, x1x2 · · · xn, B1B2 · · ·Bn)

は，K の 正当な動作であるこ とがわかる．よって，こ の 動作と
j = 1, 2, . . . , n における (2)から，直ちに次を得る．

(q, x, A)
∗

−→
K

(p, λ, λ) .

こ の こ とは (1) の 必要性を証明している．
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証明XII

こ の 証明は，q = q0 および A = k0 の もとでの (1)が，次の こ と
を述べているとの 観測をもって完結する．

[q0, k0, p]
∗

=⇒
G

xならば，かつ，その とき に限り (q0, x, k0)
∗

−→
K

(p, λ, λ) .

P の 構成における規則 (1)と共に，こ の 観測は，ある状態 p につ

いて，もし (q0, x, k0)
∗

−→
K

(p, λ, λ)ならば，かつ，その とき に限

り σ
∗

=⇒
G

xであるこ とを述べている．よって，x ∈ N(K)ならば，

かつ，その とき に限り x ∈ L(G)であるこ とがわかる．

計算理論 c©Thomas Zeugmann



プッシュダウンオートマトン 比較 PDAと CFL おわり

Thank you!
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